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1. Introduction
Ce document propose de revenir sur quelques notions fondamentales relatives aux opérations et fonctions sur des variables logiques.

Le raisonnement logique et les méthodes de résolution de problèmes en informatique s’appuient sur ces concepts de base.

Nous aborderons donc dans ce document des principes fondamentaux relatifs au sous ensemble des mathématiques traitant des fonctions logiques dont George Boole, un mathématicien britannique, durant le milieu du XIXe siècle, proposa un système formel. 
L'algèbre booléenne permet d'utiliser des techniques algébriques pour traiter les expressions à deux valeurs de la logique des propositions. L’algèbre de Boole est aujourd’hui appliqué en informatique et en électronique. 

Ce document présentera des outils utiles à la résolution de problèmes logiques que sont les tables de vérité. Il est fondamental de maîtriser les bases de la logique pour être en mesure d’exprimer correctement les conditions nécessaires à l’exécution des instructions dans vos futurs programmes.
2. L’algèbre de Boole

Aujourd'hui, l'algèbre de Boole trouve de nombreuses applications en informatique et dans la conception des circuits électroniques. Elle fut utilisée la première fois pour les circuits de commutation téléphoniques par Claude Shannon.

L'algèbre de Boole des fonctions logiques permet de modéliser des raisonnements logiques, en exprimant un « état » en fonction de conditions. Par exemple :

Communication = Émetteur ET Récepteur 

Communication est « VRAI » Si Émetteur actif ET Récepteur actif (c'est une fonction logique dépendant des variables Émetteur et Récepteur) 
2.1. Ensemble des valeurs de vérité

On appelle B l'ensemble constitué de deux éléments appelés valeurs de vérité {VRAI, FAUX}. Cet ensemble E sera noté E = {1, 0} 

Sur cet ensemble on peut définir deux lois (ou opérations ou foncteurs, abstractions de fonctions), les lois ET et OU et une transformation appelée le complémentaire, l'inversion ou le contraire.

2.2. La loi ET, dite conjonction
Elle est définie de la manière suivante : a ET b est VRAI si et seulement si a est VRAI et b est VRAI. Cette loi est aussi notée « . »

2.3. La loi OU, disjonction ou disjonction inclusive
Elle est définie de la manière suivante : a OU b est VRAI si et seulement si a est VRAI ou b est VRAI. (notons que si a est vrai et que b est vrai aussi, alors a OU b est vrai.) Cette loi est aussi notée « + »
2.4. La loi du contraire, dite négation
Le contraire de "a" est VRAI si et seulement si a est FAUX. Le contraire de a est noté non-a ou  
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2.5. Propriétés

2.5.1. Associativité

Comme avec les opérations habituelles, certaines parenthèses sont inutiles:

(a + b) + c = a + (b + c) = a + b + c

(a.b).c = a.(b.c) = a.b.c

2.5.2. Commutativité 

L'ordre est sans importance.

a + b = b + a

a.b = b.a

2.5.3. Distributivité 

Comme avec les opérations habituelles, il est possible de distribuer :

a.(b + c) = a.b + a.c

Attention : comportement différent par rapport aux opérateurs + et * habituels :

a + (b.c) = (a + b).(a + c)

2.5.4. Element Neutre 

a + 0 = a

a.1 = a

2.5.5. Absorption 

a + a.b = a

a.(a + b) = a

2.5.6. Simplification 
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.b = a + b
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 + b) = a.b

2.5.7. Priorité des opérateurs

Les opérations logiques sont soumises aux mêmes règles que les opérations algébriques classiques. La fonction ET (multiplication logique) est ainsi prioritaire par rapport à la fonction OU (somme logique). On peut, pour s'aider, placer des parenthèses dans les opérations.

Exemple : 

Soient les valeurs suivantes :

a = 0;b = 1;c = 1

On cherche a.b + c = ???

Compte tenu de la priorité des opérateurs on calcule  d’abord a.b :

a.b = 0.1

0.1 = 0

Puis, on calcule 0 + c :

0 + c = c

c = 1

Le résultat final est donc:

a.b + c = 1

3. Fonctions logiques & tables de vérité
Mathématiquement, une fonction logique ou opérateur logique est une application de En dans E.

Une table de vérité permet de préciser l'état de la sortie en fonction des états des entrées. Elles vous aideront dans la résolution des problèmes logiques.
On démontre que toute fonction logique peut se décrire à l'aide des trois opérations de base ET, OU et Négation soit ., + et -
3.1. Les fonctions logiques fondamentales

Elles sont issues des 3 opérations de bases.

3.1.1. Table de vérité de la négation

	Table de vérité de la négation

	a
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	0
	1

	1
	0


3.1.2. Table de vérité de la somme (OU)

	Table de vérité de la somme

	a
	b
	a [image: image5.png]


b

	0
	0
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	1


3.1.3. Table de vérité du produit (ET)

	Table de vérité du produit

	a
	b
	a [image: image6.png]


b

	0
	0
	0

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	1


3.2. Les fonctions logiques dérivées
Certaines fonctions logiques dérivées des fonctions logiques fondamentales sont intéressantes et peuvent faire l’objet d’applications en informatique. On en retiendra deux, le ou exclusif et l’équivalence.

3.2.1. Le ou exclusif ou fonction exclusive

Le OU étudié jusqu'à présent doit se comprendre de la manière suivante : « l'un ou l'autre ou les deux ». Il est également appelé « OU inclusif ». Le OU exclusif (ou XOR pour eXclusive OR) s'entend comme  « l'un ou l'autre mais pas les deux ».

	Table de vérité de XOR

	a
	b
	a XOR b

	0
	0
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	0


3.2.2. L’équivalence

L'équivalence (notée EQV) est vraie si les deux entrées ont la même valeur et fausse sinon. Elle est appelée aussi «non-ou exclusif ».

	Table de vérité de EQV

	a
	b
	a EQV b

	0
	0
	1

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	1


3.3. Exemple à 3 variables
Prenons l'exemple du téléphone,

Décrocher le téléphone est « VRAI » si on entend la sonnerie ET que l'on décide de répondre OU si l'on décide d'appeler. On se trouve en présence de 3 variables :

a = "le téléphone sonne" 

b = "on décide de répondre" 

c = "on a envie d'appeler " 

la variable d = "on décroche" est donc fonction logique des 3 précédentes. On écrira que

d = a.b + c 

La table de vérité de cette fonction d est alors la suivante :

	Table de vérité de on décroche d

	a
	b
	c
	d

	0
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	1

	0
	1
	0
	0

	0
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1

	1
	1
	1
	1
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